A 60-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisinau, 26 martie 2016
A doua proba de evaluare pentru OBM 2016 si OIM 2016
Solutii
B5. Sirul de polinoame (P, (X)), .- este definit recurent astfel: P, (x) =2X,

P, (X)=2-(X?+1), B, (X)=2X R ;(X)—(X*—1)-R, (X), pentru orice n< N".
Determinati toate valorile ne N™ pentru care polinomul X? +1 divide polinomul P, (X).

Solutie. Fie ne N".Cum 2X =(X +1) + (X =1), iar X2 —1=(X +1)(X —1),
rezulti ca P, (X)=(X +D)" + (X —1D)". Avem

2X P, (X)—(X?=1)-P, (X) = [(X +1) + (X =D]- [(X +D)"* + (X —1)"*]
— (X +D(X =1 [(X +D)" + (X =D"|=(X +D™? + (X =D =P, , (X).

Fie n=4k+r, keN, re{0,1, 2, 3} Au loc relatiile
P(X) = (X + 1%+ (X~ = (X +2)"-[(X +1* ] +(x —"-[(x ~2*]" =
(X +1)"[(X2+1)(X2+4X +5)—4]* + (X =) " -[(X? +1)(X> —4X +5)—4]" =
(X?+1)-Cp o (X)+H, (X), unde H, (X)=(=4) - [(X +D" +(X -1)"].

Rezultd ci (X2+1) |P, (X) <> (X?+1) |H, (X). Cum re{0,1, 2, 3}, atunci
obtinem succesiv:

r=0 — H, (X)=(=4)-2

r=1 = H, (X)=(-4)"-2X;
r=2 = H, (X) = (=4)-2(X2 +1)
r=3 — Hy (X) =(—4) -2(X3+3X)

Rezulti ci polinomul X? +1 divide polinomul P, (X) pentru orice n=4k +2, k e N.



B6. Fie ne N”. Multimea A contine toate numerele naturale scrise in sistemul zecimal
care satisfac simultan conditiile:

a) fiecare element al multimii A are n cifre;
b) fiecare element din multimea A este divizibil prin 3;

c) fiecare element al multimiii A este scris doar cu cifre din multimea
X={35 7, 9%}

Determinati cardinalul multimii A,

Solutie. Fie ne N”. Cum Card X =4, rezulti ciexistdi 4" numere naturale scrise
in sistemul zecimal cu n cifre, fiecare numar fiind scris doar cu cifre din multimea X .
Notam prin D, cardinalul multimii A, iar prin P, cardinalul multimii, elementele careia
satisfac conditiile a) si c) din enunt, dar nu stisfac conditia b).

Avem D,+P,=4", neN". Usor se determindi ci D, =2, P, =2. Numirul
D, ., poate fi calculat recurent astfel:

1. Fie S e A Daca la numarul S se adauga cifra 3, atunci obtinem D, numere. Daca la
numarul S se adauga cifra 9, atunci obtinem D, numere. Intotal, 2D, numere.

2. Fie T este un numar din multimea cu cardinalul P,. Daca T este de forma 3k +1,

atunci prin adaugarea lui 5 obtinem numere care trebuie sid fie numarate in D, ,;.Daca T
este de forma 3k + 2, atunci prin adaugarea lui 7 obtinem numere care trebuie, la fel,
sa fie numdarate in D, ,,.In total avem P, numere.

Amobtinut recurenta D,,,=2-D,+P,. Din D,+P,=4" rezulta P,=4"—-D, si
D.,—D,=4", neN". Atunci

Dn :(Dn _Dn71)+ (anl_Dn72)+ - (DZ_D1)+2:

4" + 2

4"t 44" 442 =

4" + 2
Astfel, D, = .



B7. Fie o cercul de centru O circumscris triunghiului ascutitunghic ABC . Punctul ™M,
diferitde O, este situat arbitrar in interiorul triunghiului ABC astfel incat dreptele

AM, BM si CM intersecteaza cercul Q in punctele A, B, si, respectiv C,. Fie A,, B,, C,
centrele cercurilor circumscrise triunghiurilor MBC, MCA si, respectiv. MAB. Demonstrati
ca dreptele AA,, BB, si C,C, sunt concurente.

Solutie. Fie AC,nAC,={R}, AB NAB,={Q}, AA nQ={P}. Vom demonstra ca
C.C, nBB, ={P}. Deoarece A,B, este mediatoarea segmentului [CM], sunt juste relatiile:

P
N m(£ CAB,) =m(£ CBB,)=m(£ CBM) =

%

%m(z CAM)=m(£CAB,).

m(£LCAP)=m(£LPAC) =

m(£ CAA)=m(£ CBP) (1)
m(£LBC,A)=m(L BAA)=m(£L BAM) =

X
%

%m(g BC,M)=m(£ BC,A,).

=
(7
',‘

C Deoarece m(« BC,R)=m(« BCR),

lar m(£ CAQ)=m(«£CAQ), atunci
R patrulaterele QCBB, si QCAA sunt
\ Q inscriptibile.
\l Avem m(£ CAA)=m(£CQA)=m(£CBB,).

Conform (1) obtinem m(~< CAA,)=m(£ CB,P)=m(« CBB,).
Rezultd cd PeBB,.

Deoarece A,C, este mediatoarea segmentului [BM ], sunt
juste relatiile:

A,
m(~ BAC,) = m(< BCC,) = m(~ BCM) =%m(4 BAM)=m(~ BAC,).
m(~/ BAP)=m(~ PCB) = m(<BAA,)=m (~ BC,P) 2)
m(£ BAC,) = m(~ BCC,) = m(~ BCM ) =%m(£ CB,M)=m(< CB,A,).

Deoarece m(< CB,Q)=m(£ CBQ), iar m(£ BAR)=m(£ BAR), atunci patrulaterele RBC,C, si
RBA,A sunt inscriptibile. Avem m(«£ BAA,)= m(£ BRA,)=m(« BC,C,). Conform (2) obtinem
m(< BAA)=m(£ BC,P)=m(£BCC,). Rezultd cd PeCC,.

Astfel, dreptele AA,, BB, si C,C, sunt concurente intr-un punct P care apartine
cercului circumscris triunghiului ABC.



B8. Fie date n (n > 3) bile de raze diferite. Pe fiecare bila este scris cate un numar intreg. Sa se
determine cel mai mare numar natural d cu proprietatea ca, oricare ar fi numerele scrise pe bile,
oricand se pot gasi cel putin patru moduri diferite de a selecta un set nevid de bile astfel incat suma
numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d.

Solutie. Evident, d < n. Intr-adevar, daci luim n bile, pe fiecare fiind scris numarul 1, atunci suma
numerelor de pe orice set de bile nu depaseste n si, prin urmare, pentru ca suma sa se divida cu d este necesar sa fie
d < n. Cazul d = n este imposibil deoarece pentru aceste bile existd doar un mod unic de selectare a bilelor (se iau
toate bilele) astfel incat suma numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d.

Cazul d = n — 1 de asemenea este imposibil, deoarece daca luam n bile cu numerele scrise a; =0, a; = a3z =
... = ap = 1, atunci pentru aceste bile existd doar trei moduri de selectare a unui set de bile astfel incat suma
numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d, si anume, seturile de bile: {a1}, {az, as, ..., an} si {a1, az, as, ...,
ant.

Se stie ca, fiind date m numere intregi by, by, bs, ..., by, oricand se poate selecta dintre ele un set nevid de
numere, suma carora se divide cu m (Lema lui Erdos). Pentru aceasta consideram m sume: by, by + by, by + b, + bg,
..., b1 + b2 + b3+ ... + by. Sunt posibile doua cazuri: A) aceste sume au resturi distincte modulo m (adica au toate
resturile modulo m), si atunci o suma se divide cu m, sau B) exista doud sume cu acelasi rest modulo m si diferenta
lor (care este suma unui set de numere) se divide cu m.

Vom arata ca pentru d = n — 2 oricand se pot gasi patru moduri diferite de a selecta un set nevid de bile
astfel incat suma numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d.

Presupunem ca avem setul de bile marcate cu numerele intregi scrise S = {ay, ay, as, ..., an}. Dintre bilele
{a1, ay, as, ..., an-2} Se poate selecta un set de bile T; cu suma numerelor divizibild prin n — 2. Consideram aici si in
continuare ca seturile selectate sunt minimale, adica sau ele contin doar un element, sau ele nu contin un alt set mai
mic cu aceeasi proprietate. Alegem a; € T;. Dintre bilele S\{a;, a,.1} selectam un set T, de bile cu suma numerelor
divizibilad prin n — 2. Evident Ty # T,. Sunt posibile doua cazuri.

1) Ti nT, = . Luam a; € Ty si aj € T, Dintre bilele S\{a;, a;} selectam un set T3 de bile cu suma
numerelor divizibild prin n — 2. Evident, seturile Ty, T,, T1UT; si T3 reprezinta patru moduri diferite de a selecta un
set nevid de bile astfel incat suma numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d.

2) TiNT,# <. Luam a; # @ cu & € Ty 51 @ € To. Analog, dintre bilele S\{a;, a;} selectam un set Ts de bile
cu suma numerelor divizibila prin n — 2. Evident T3 # Ty, T3 # T,. Daca am avea doua dintre aceste seturi disjuncte
(care nu au elemente comune), atunci am putea aplica cazul 1). Prin urmare, putem presupune cad Tp N Tq # &
pentru 1 < p < g < 3. Putem alege doua elemente distincte ay si a astfel incat {ay, ai} N Tr = < pentru 1 <r < 3.
Atunci, dintre bilele S\{a, a;} selectam un set T4 de bile cu suma numerelor divizibild prin n — 2. Evident, T4 = T,
pentru 1 <r < 3. Seturile distincte Ty, T, T3 si T4 sunt un exemplu de seturi solicitate.

Prin urmare, pentru d = n — 2 oricand se pot gasi cel putin patru moduri diferite de a selecta un set nevid de
bile astfel incat suma numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d. Astfel, valoarea d = n — 2 este cea mai mare
posibild. m



Barem de corectare

NOTA: Oricare alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctajul maxim.

Problema Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
B 5. Scrie relatiile Viete 2X =(X +1)+ (X =1),
1
X2 _1=(X +1D(X —1) punct
Scrie solutia Pn(X ) =(X+D"+(X =-D" 1 punct
Verifica solutia ecuatiei polinomiale recurente 1 punct
Obtine (X +1)" =(X?*+1)-C: ,(X)+H(X) 1 punct
Obtine (X —1)" =(X?+1)-C2,(X)+H?(X) 1 punct
srie (X2 +1) |P, (X) < (X2+1) |H, (X) 1 punct
Calculeaza polinoamele H_(X), r=0,1,2,3 si giseste valorile 1 punct
n=4k + 2, k € N.
TOTAL 7 puncte
B 6. Daca Card X =4, rezultd ci existdi 4" numere naturale scrise in
sistemul zecimal cu n cifre, fiecare numar fiind scris doar cu cifre din 1 punct
mulfimea X .
Scrie D, +P,=4", neN'cu D, =2, P =2. 1 punct
Aratid ci numirul D, ; este o sumd de 2 termeni, primul fiind 1 punct
2D,
Aratd ci numirul D, ; este o sumid de 2 termeni, al doilea fiind 1 punct
Pn
Obtine recurenta D, , =2-D, + P,. 1 punct
Obtine recurenta D, ., — D, =4", ne N, 1 punct
n 1 punct
Calculeaza Card A=D, = 4 ;2 . P
TOTAL 7 puncte
B7. Daca AA NnQ={P}, afirmd ca CC, BB, ={P}. 1 punct
Demonstreazd egalitatile m(£ CAB,)=m(£ CBB,)=m(£LCBM) = 1 punct
%m(g CAM)=m(ZCAB,).
Demonstreazd m(Z£ CAA,)= m(£ CB,P) (¢)) 1 punct
Demonstreaza ca patrulaterele QCBB, si QCA,A sunt inscriptibile cu 1 punct
m(~£ CAA,)=m(Z CBP)=m(£ CBB,),
cu concluzia PeBB,.
Demonstreazd egalitatile 1 punct
m(~ BAC,) = m(~ BCC,) = m(~ BCM ) =%m(4 BAM)=m(~ BAC,).
Demonstreazd m(£ BAA,) = m (£ BC,P) (2) 1 punct




Demonstreaza ca patrulaterele RBC,C, si RBA,A sunt inscriptibile cu
m(£ BAA)=m(£LBC,P)=m(«£ BC,C,) cuconcluzia PeCC,.

1 punct

TOTAL / puncte
B 8. Arata cd cazurile d >n, d =n, d =n-1 suntimposibile 1 punct

Formuleaza lema lui Erdos: fiind date m numere intregi by, by, bs, ..., by, 1 punct

oricand se poate selecta dintre ele un set nevid de numere, suma cérora se

divide cu m

Din setul de bile marcate cu numerele intregi scrise S = {ay, az, as, ..., an} 2 puncte

aratd cum pot fi selectate seturile T,, T, ,T, #T,, ambele cu suma numerelor

divizibila prin n — 2.

in cazul T, » T, = & arata patru moduri diferite de a selecta un set nevid de 1 punct

bile astfel incat suma numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d.

incazul T, T,# & aratd patru moduri diferite de a selecta un set nevid de 1 punct

bile astfel incat suma numerelor de pe bilele selectate sa se divida cu d.

Concluzia ca pentru d = n — 2 oricand se pot gasi patru moduri diferite de a 1 punct

selecta un set nevid de bile astfel incat suma numerelor de pe bilele selectate
sa se divida cu d.

TOTAL

7 puncte




