A 60-a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chigsinau, 27 martie 2016
A treia proba de evaluare pentru OBM 2016 si OIM 2016
Solutii

B9. Fie « |0, Z |.Determinati cea mai mica valoare numerica posibila a expresiei
5 p p

P=(1+cosa)(1+ 1 j+(1+sina)[1+ 1 j

SN« COS o

Solutie. Fie ae(o, %) Atinci sina >0, cosa >0, a—%e[—f; zj,

- 2_
t=Sina+COSa=COS[a—%je(l, \/5], 1ar sin(>z~cosw=t 1.

2
Pentru expresia P obtinem reprezentarile exprimate in variabila «

sina , Cosa +sina+cosa _
cosa Sina sina-cosa

P=2+sinag+coso +

l1+sina +cosa
Sina -cos o

2+sina +Ccosa +

sl reprezentarea exprimatd in variabila t

P:2+t+2t'2(t—+11)=2+t+i.

Fie functia f: (1, V21> R/, f(t)=2+t+%_. Cum f'(t)=1—i<o

(t-1)°

rezultd ca functia f este strict descrescitoare pe intervalul (1, /2]. Avem

f(t)> f(v2)=4+3v2 si t=+/2 pentru a:%e[o, %j Astfel, minpP =4+32.



B10. Fie AA,...A, un poligon regulat cu 14 laturi. Demonstrati ca dreptele
AA,, AA, sl AA sunt concurente.

Solutie. Fara a pierde din generalitate putem considera raza cercului

circumscris poligonului regulat AA, ... A egala cu 1, astfel incat varfurile

poligonului au afixele Ak(zk‘l),kzl,z,...,14, unde z=cosi—Z+i-sini—Z:cos§+i-sin§.

Fie A(a), B(b), C(c), D(d) cu |algblHcled|=1. Vom demonstra ca afixul z,
al punctului de intersectie al dreptelor AB si CD este egal cu

ZO:ab(c+d)—cd(a+b)_ (1)
ab—cd

Z,-a Z,—-a
b-a b-a
z,=a+b—abz,. Deoarece P(z,)eCD, analogic obtinem z,=c+d-cdz,. Prin
excluderea lui z, obtinem formula (1).

Fie AANAA, ={W,(wW)}. Cum A(Q), A(z*), A(z"), A,(z"), prin aplicarea
formulei (1) obtinem

Dacd inlocuim a==, b ==, atunci obtinem

Fie P(z,)e AB. Atunci

D |-

14722 -7%-7%
= :
1-2°

Fie AA NAA ={W,W,)}. Cum AQ), A(z*), A,(z°), A(z®), prin aplicarea formulei
(1) obtinem

12?7287t

2T 1-78
Cum z'=-1 si z=#1, atunci egalitatea w, =w, este echivalenta cu egalitatea

(+2+2°)0+2°-2° —22)=(+2)-(+ 22 - 2° - 7") = 2422 +2° =z2+2%+2°,

Rezulta cd dreptele AA,, AA, si A/A, sunt concurente.



B11. Fie patrulaterul inscriptibil ABCD. Cercul de diametru AB intersecteaza
dreptele CA, CB, DA si DB in punctele E, F, G si, respectiv H (toate diferite de

A si B). Dreptele EF si GH se intersecteaza in punctul I . Demonstrati ca
bisectoarea unghiului GIF si dreapta CD sunt perpendiculare.

Solutie. Deoarece patrulaterele ABFG si ABCD sunt inscriptibile, atunci au
relatiile:
A m(£DCF)+ m(£GFC)=m(«£DCB)+ m(£GFC)=
m(«£ DCB) + 180° —m(«£BFG)=m(«£ DCB) +
m(£BAG) = m(«£DCB)+ m(£BAD) =180°.

Rezultd ca DC| FG. Vom arata ca triunghiul
D GIF esteisoscel cu Gl =FI. Avem

F C
m(£FGI) = m(£FGH)=m(~ZFBH) = m(~ZCBD) = m(£DAC) =
m(Z£GAE) = m(ZGFE) = m(ZGFI).

Fie K mijlocul laturii [FG]. Atunci KI L FG, m(£GIK)=m(£FIK). Rezulta ca Ki
este bisectoarea unghiului GIF. Cum DC| FG si KI LFG, rezultdca KI LCD.



B12. In plan sunt date 2016 cercuri distincte, toate fiind de razi 1. S se arate ci dintre
ele oricand pot fi selectate 27 de cercuri astfel incat: sau oricare doud cercuri selectate se
intersecteaza intre ele, sau nicio pereche dintre cercurile selectate nu se intersecteaza
intre ele.

Solutie. Presupunem ca nu putem selecta 27 de cercuri dintre cele date astfel Incat oricare doua
cercuri selectate se intersecteaza intre ele.

Ludm o axa de coordonate 1n plan care nu este perpendiculard pe niciun segment care uneste
centrele a oricaror doua cercuri dintre cele 2016 cercuri date. Prin urmare, toate proiectiile centrelor
cercurilor pe aceastd dreapta sunt distincte. Notam cercurile cu Cy, Cy, ..., Coo16 in ordinea crescatoare a
coordonatelor proiectiilor centrelor lor pe axa mentionata.

Vom arata in continuare ca fiecare cerc C; (i > 1) poate intresecta cel mult 75 de cercuri dintre
cercurile Cy, Cy, ..., Ci.1. Mentionam ca centrele cercurilor Cq, Co, ..., Ci.1 se afla mai la stdnga (in raport
cu axa de coordonate) de centrul cercului C;.

Notam cu D; discul de raza 2 cu acelasi centru ca si Ci. Pentru fiecare disc D; divizam
semidiscul lui din stAnga (in raport cu axa de coordonate) in trei sectoare de 60° fiecare. Mentiondm ci
oricare doua cercuri de raza 1 cu centrele intr-un astfel de sector se intersecteaza. Conform presupunerii
anterioare, fiecare sector poate contine cel mult 25 de centre ale cercurilor Cy, Cy, ..., Ci1 (In caz
contrar printre cercurile Cy, Cy, ..., Ci1, Cj se vor gasi 27 de cercuri cu centrele in acest sector, si care,
prin urmare, se vor intersecta oricare doua intre ele, ceeea ce contrazice presupunerea). Rezulta ca

semidiscul din stanga al discului D; contine cel mult 75 de centre ale cercurilor C4, Cy, ..., Ci4. Ca
urmare, fiecare cerc C; (i > 1) poate intresecta cel mult 75 de cercuri dintre cercurile Cq, Cy, ..., Cj.1.
Coloram consecutiv cele 2016 cercuri Cq, Cy, ..., Coo16 astfel Incat oricare doud cercuri care se

intersecteaza si fie de culori diferite, utilizand cel mult 76 de culori. Intr-adevir, dacd avem deja
colorate cercurile Cy, C,, ..., Ci1 (respectand conditia de colorare diferita si cu cel mult 76 de culori),
atunci, cercul C;, care poate intersecta cel mult 75 de cercuri dintre cercurile C4, C,, ..., Ci.1, la randul
sdu poate fi colorat cu una dintre cele 76 de culori astfel incat oricare doud dintre cercurile C4, Cy, ...,
Ci.1, Cj care se intersecteaza sa fie de culori diferite.

Astfel, putem colora cele 2016 cercuri, utilizdnd cel mult 76 de culori. Deoarece 6 > 26,

conform principiului Dirichlet, rezulta ca exista cel putin 27 de cercuri de aceeasi culoare. Oricare doud
cercuri dintre acestea nu se intersecteaza (in caz contrar ele trebuie sa fie de culori diferite).

Priun urmare, dacd nu putem selecta 27 de cercuri dintre cele date astfel incat oricare doud
cercuri selectate se intersecteaza intre ele, atunci oricand putem selecta 27 de cercuri astfel incat nicio
pereche dintre cercurile selectate nu se intersecteaza intre ele. m



Barem de corectare

NOTA: Oricare alta metoda de rezolvare corecta se apreciaza cu punctajul maxim.

Problema Etape ale rezolvarii Punctaj
acordat
B 9. Obtine P=2+sina+c03a+1+‘?’ma+cosa 1 punct
sina -cos o
. 2 3 puncte
Defineste functia f: (L V2] >R, f()=2+t+ = unde P
t=sina+cosa (1p.-pentru D(f)=(1 ~/2], 1p.- pentru notatia
2 —
t=sina+cosa si Sina-Cosa = , 1 p. - pentru
f)=2+t+ i)
t—-1
Calculeaza f'(t) si argumenteazdca f'(t) <O oricarear fite(l, V2] | 2 puncte
Obtine min P =4+342 1 punct
TOTAL 7 puncte
B 10. Determinarea masurilor unghiurilor formate la intersectia dreptelor 2 puncte
AA,, AA, si AJA, ,douad cate doud respectiv
Demonstrarea ca punctele P si T coincid prin demonstrarea 5 puncte
congruentelor a patru segmente:
AA =AA =AP=AT, unde A A NAA, ={P},
AA NAA, ={T}
TOTAL 7 puncte
B 11. Obtine relatia DC || FG 2 puncte
Demonstreaza ca triunghiul GIF este isoscel cu GI=FI 3 puncte
Pentru afirmatia ca daca Kl este bisectoarea unghiului GIF atunci 1 punct
Kl 1L FG, unde K este mijlocul laturii FG
Pentru demonstrarea faptului ca KI L CD 1 punct
TOTAL 7 puncte
B 12. Pentru aranjarea celor 2016 cercuri astfel Tncat proiectiile centrelor | 1 punct
cercurilor pe o dreaptd, care nu este perpendiculara pe niciun segment
care uneste centrele a oricaror doud cercuri, sunt distincte si aranjate n
ordinea crescatoare a coordonatelor proiectiilor centrelor lor pe dreapta
mentionata.
Estimarea numarului de intersectii a cercului C, cu cercurile 3 puncte
C,,C,,...,C_, (inparticular pentru idea cu estimarea numarului de
intersectii pentru cercul C, din punct de vedere geometric — 1 punct)
Pentru aplicarea colordrii si aplicarea principiului Dirichlet 2 puncte
Pentru concluzia ca existd 27 de cercuri cu proprietatea ceruta 1 punct

TOTAL

/ puncte




