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 A 59 – a  OLIMPIADĂ  DE MATEMATICĂ A REPUBLICII  MOLDOVA 
 

Chişinău,  2 martie  2015 
 

Prima probă de evaluare pentru OBM2015  şi   OIM2015 
Soluții 

 

 B1.  Vom arăta că funcţia f  este injectivă.   

Fie       *Nn,n,nfnf  2121 . Atunci avem         *

21 , Nmnfmfnfmf  . Conform 

egalităţii din enunţ obţinem     mfnmfn 20152015 21   21 nn  . Deci, funcţia f este injectivă. 

Punem în egalitatea din enunţ 2015m . Atunci     220152015 fnnff  ,   *Nn . 

  În egalitatea din enunţ înlocuim m cu  mf : 

            nmfffmnmffnnfmff  201520152015 2 ,   *, Nnm  .  

Aplicînd injectivitatea, obţinem:      nmfnfmf  2015 ,   *, Nnm  .   

Pentru 1m  avem      120151  nfnff ,   *Nn .  Atunci  
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Înlocuim în egalitatea din enunţ: mam ana
n   20152015 20152015 . Pentru 1 nm  avem 

  120152015 20151  aa f , fals. Deci nu există funcţii cu proprietatea din enunţ.  

 

  B2.  Cum AEF  este isoscel, 

atunci EFAI  , QEFQ  ,  

   arcPEmarcFPm  , unde  

     ParcEFAI  ,  

 QEFAI  .  

  Cum    EDNmFDNm   şi 

    EDPmFDPm    

punctele D, N  şi P sunt coliniare.  

   Avem:  

  1.       MBImMIBmIMCm  - 

- unghi exterior al IMB .  
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2.           EDCmEDFmEDCmEDNmNDCm
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       EDCmEDCmFDBmo180
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         ICDmICDmIBDm oooo 909090180
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  Din 1. şi 2. rezultă că    NDCmIMCm   DN||IM  PN||IM .  

   Cum IPID   şi DP||MI         QPNmIPDmIDPmMIDm  , iar  

    oPQNmIDMm 90 . Rezultă că PQN~IDM  . Atunci 
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Dar AIEQ  , IPIE   22 IPIEIAIQ   (teorema catetei în AIE ).  
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Din MI||PN  şi    AIMmAPNm   rezultă că punctele A, N şi M  sunt coliniare.  

 

 

B3.  Din enunţ rezultă că 0E . Să arătăm că 0E .  

 Dacă 0E , atunci   pxxpxpy 2222
2

 . Cum *Np,y,x  px2  este pătrat 

perfect.  Fie 22 kpx  , *Nk . Avem k|p  şi k|2 , de unde *Nt,ptk  2 . Atunci pptx 22 2  , 

contradicţie, deoarece px 2 . Astfel, 0E  şi pyx 2 .  

  Notăm 12 




 zxy . Atunci zxyz  21 .  Avem: 

  a) xyz 42    xyz 412   12 2  zxy ;  

  b)   pyxxyyx 22
2

    zpzpxypyx  211222   

       zpyx  12  zpyx  2 .  

  c)   0
2

 yx    pyxxy 24
2

  pxy 2  pz  .  

     Din a), b) şi c) obţinem     12122 22
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  Astfel 
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numere întregi pozitive în condiţiile estimărilor efectuate. Într-adevăr, din sistemul de egalităţi avem:  
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   Expresia E  va avea cea mai mică valoare posibilă dacă şi numai dacă expresia yx   va avea cea 

mai mare valoare posibilă pentru *Ny,x  , egală cu 
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B4.  1) Vom arăta mai întîi că dacă pe o dreaptă sunt luate n puncte distincte  nx...,,x,xX 21 , în 

această ordine, atunci numărul  k,nf  al submulţimilor de k puncte ale mulţimii X, care nu conţin 

puncte vecine, este egal cu   k
knCknf 1,  , unde 







 


2

1n
k . 

  Fie mulţimea  121 ...,,,  knyyyY  din 1 kn  elemente. Oricărei submulţimi de k puncte 

 
kiii xxxU ...,,,

21
 ,  kiii  ...21 , a mulţimii X, care nu conţine puncte vecine, îi punem în 

corespondenţă o submulţime de k  elemente  121 ...,,,,
321  kiiii k

yyyyV  a mulţimii Y.  

   Relaţia construită este bijectivă. Aceasta rezultă din faptul că dacă  
kiiii yyyyV ...,,,,

321
 , 

 kiii  ...21 , este o submulţime de k  elemente a mulţimii Y, atunci 
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 121 ...,,,
321  kiiii k

xxxxU  este o submulţime de k puncte a mulţimii X, care nu conţine puncte 

vecine. Prin urmare   k
knCknf 1,  .  

    2) Putem considera vârfurile poligonului amplasate pe un cerc. Evident pentru 






 


2

1n
k  o astfel 

de colorare este imposibilă.  

  Presupunem  






 


2

1n
k . Vom arăta că dacă punctele mulţimii  nxxxX ...,,, 21  sunt amplasate pe 

un cerc în această ordine , atunci numărul  k,ng  al submulţimilor de k puncte ale mulţimii X, care nu 

conţin puncte vecine, verifică relaţia      1,3,1,  knfknfkng . 

  Este lesne de văzut că o submulţime de k puncte a mulţimii X, care nu conţine puncte vecine şi care 

nu conţine punctul 1x , poate fi considerată totodată şi ca o submulţime de k elemente a mulţimii 

 1x\X  fără puncte vecine, dacă punctele mulţimii  1x\X  sunt reamplasate pe o dreaptă în ordinea 

 nx...,,x,x 32 , păstrând vecinătatea punctelor din mulţimea X. Se verifică uşor şi veridicitatea 

afirmaţiei reciproce. Prin urmare, numărul de astfel de submulţimi este  knf ,1 .  

   Pe de altă parte, numărul submulţimilor de k puncte ale mulţimii X, care nu conţin puncte vecine şi 

care conţin elementul 1x , este egal cu numărul submulţimilor de 1k  puncte ale mulţimii 

 nx,x,x\X 21  fără puncte vecine, dacă punctele mulţimii  nxxxX ,,\ 21  sunt reamplasate pe o 

dreaptă în ordinea  143 ...,,, nxxx , păstrând vecinătatea punctelor din mulţimea X. Acest număr este 

egal cu  13  k,nf .  

  Astfel,      1,3,1,  knfknfkng . 

  Prin aplicarea formulei de la 1) avem 
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