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Prima proba de evaluare pentru OBM2015 si OIM2015
Solutii

B1l. Vom arata ca functia f este injectiva.
Fie f(n)="f(n,),(v)n,,n,eN". Atunci avem f(m-f(n))=f(m-f(n,)), (v)meN". Conform
egalitatii din enun{ obtinem n, + f(2015m)=n, + f(2015m) < n, =n, . Deci, functia f este injectiva.
Punem in cgalitatea din enung m =2015. Atunci f(2015- f(n))=n+ f(2015%), (v)neN".

In egalitatea din enunt inlocuim m cu f (m):

f(f(m)- f(n))=n+ £(2015- f(m))=n+m+ f(2015%)= £(2015- f(m+n)), (V)mneN".
Aplicind injectivitatea, obtinem: f(m)- f(n)=2015- f(m+n), (V)mneN".
Pentru m=1 avem f(1)- f(n)=2015- f(n+1), (v)ne N". Atunci

9= )= =0 t-2015 (LO] " = t(0)= 20152, unce a= 1)

2015 2015 2015 2015

Inlocuim in egalitatea din enunt: 2015-a™%***" =n+2015-a”*®". Pentru m=n=1 avem
2015-a'® —2015-a2**°=1, fals. Deci nu exista functii cu proprietatea din enun.

B2. Cum AAEF este isoscel,
atunci Al L EF, FQ =QE,
m(arcFP) = m(arcPE ), unde
(Al')~(arcEF)={P},

Al NEF ={Q}.

Cum m(£FDN)=m(ZEDN) si

m(£FDP)=m(£EDP) =
punctele D, N si P sunt coliniare.

Avem:

1. m(ZIMC)=m(£MIB)+m(£MBI )-
- unghi exterior al AIMB .

m(AIMC)=%m(LBIC)+ m(£MBI )=%~[180° —m(Z£IBC)-m(£ICB)]+ m(«MBI )=

= % : {180" —%m(AABC)—%m(LACB)} + lm(4A|3c:) =90° +%m(4ABC)—%m(4ACB).

N

2. m(«NDC)=m(£EDN )+ m(£EDC)= % m(£EDF )+ m(£EDC)=

_ % .[180° ~m(~FDB)~ m(~EDC)]+ m(<EDC)=

- % [180° - (90° — m(£1BD))- (90° — m(£1CD))|+ 90° — m(£1CD) =

=90° +%m(4IBD)—%m(4ICD)= 90° +%m(4ABC)—%m(4ACB).
Din 1. si 2. rezultd ¢ m(£ZIMC)=m(£ZNDC)= IM || DN = IM || PN .
Cum ID=1IP si MI || DP = m(<MID)=m(£IDP)=m(£IPD)=m(QPN), iar

m(£IDM)=m(£PQN)=90°. Rezulti ca AIDM ~ APQN . Atunci M_Dl IM_PL
PN PQ ~ PN QP




Dar EQ L Al, IE=IP = IQ-IA=IE® = IP? (teorema catetei in AAIE).
QP _IP-1Q_, 1Q_, IP_PA_IP_1A_IM_IA

= — = = —= = .
IP IP IP IA- IA QP PA PN PA
Din PN || MI si m(£APN )=m(ZAIM ) rezulti ca punctele A, N si M sunt coliniare.

Avem —=—

B3. Din enunt rezulti ca E>0. Sa arditaim cd E > 0.

Daci E =0, atunci yz(\/Z_p—\/;)2=2p+x—2\/2_px. Cum Xx,y,peN =2px este patrat
perfect. Fie 2px=k?, ke N". Avem p|k si 2|k, de unde k =2pt,t e N". Atunci x=2pt*>2p,
contradictie, deoarece X <2p. Astfel, E >0 si v/x +./y <,/2p.

Notdm [2\/@ J:z—l.Atunci z-1< 2\/@<z. Avem:
a) 72> 4xy = 22 —1>4xy = 2\/xy <vz2-1;
b) x+y+2\/@=<\/§+\/§)2<2p:>x+y<2p—2\/W§2p—(z—1):1+2p—z:>

= X+y<2p+l-z=x+y<2p-z.
0) (Vx—y) 20 afxy <(Vx+yy)f <2p= 2y <p= z<p.
Din a), b) si c) obtinem (\/§+\/§)2 =X+ y+2@£2p—z+\/zz—1=2p—(z—\/22—1)=

:2p—z+—\/122—_1 Y F—Zp ( \/T) PP’ 1= ( Io2+1 \/pT_lJZ

Astfel /x + \/Y < \/pTJrl + \/pT_ . Sa aratam ca ecuatia \/§+\/§ = \/pTJrl +\/pT_1 are solutii in

numere intregi pozitive in conditiile estimirilor efectuate. Intr-adevir, din sistemul de egalititi avem:
p+1

2* ~1=4xy, Ay =p°-1  |x=PIZe N,

X+y=2p—2,:X+y=p, < 21

Z=p z=p Y=p2 eN”.

Expresia E va avea cea mai mica valoare posibila daca si numai daca expresia Ix + y Va avea cea
mai mare valoare posibild pentru X,y e N, egali cu b+l + DT—l .

Astfel, min E:\/ﬁ_JDTH._JpT—l.

B4. 1) Vom arata mai intii ca daca pe o dreaptd sunt luate n puncte distincte X = {X1 Xy ,...,Xn}, in
aceasta ordine, atunci numarul f(n,k) al submultimilor de k puncte ale multimii X, care nu contin

puncte vecine, este egal cu f(n,k)=CK 7, unde k <[n;1}

Fie multimea Y ={y1,Y2,...., Vn_ks1) din n—k+1 elemente. Oricirei submultimi de k puncte
U :{Xil,xi2 e Xiy }, (i <ip<..<iy), a multimii X, care nu contine puncte vecine, ii punem in
corespondenta o submultime de k elemente V = {yi1 Yip 11 Yig—2 10 yik—k+1} a multimii Y.

Relatia construitd este bijectiva. Aceasta rezultd din faptul cd daca V ={yi1,yi2 +Yig 1o Vi }

(p <ip <..<iy), este o submultime de Kk elemente a multimii Y, atunci



U= {Xil  Xip 10 Xig+2 -0 Xiy +k—1} este o submultime de k puncte a multimii X, care nu contine puncte
vecine. Prin urmare f(n,k)=CK ,.;.
2) Putem considera varfurile poligonului amplasate pe un cerc. Evident pentru k > {nT—l} o astfel

de colorare este imposibila.

Presupunem k < [nT—l} . Vom arita ci daci punctele multimii X ={x,Xy,..., X, } sunt amplasate pe

un cerc in aceasta ordine , atunci numarul g(n,k) al submultimilor de Kk puncte ale multimii X, care nu
contin puncte vecine, verifici relatia g(n,k)= f(n—1k)+ f(n—3,k—1).

Este lesne de vazut ca o submultime de K puncte a multimii X, care nu contine puncte vecine si care
nu contine punctul X , poate fi consideratd totodatd si ca o submultime de Kk elemente a mulfimii
X\{x} fard puncte vecine, daca punctele multimii X \{x} sunt reamplasate pe o dreapti in ordinea
{X, X5 ... X, }, pastrand vecinitatea punctelor din multimea X. Se verificd usor si veridicitatea
afirmatiei reciproce. Prin urmare, numarul de astfel de submultimi este f(n—-1k).

Pe de alta parte, numarul submultimilor de k puncte ale multimii X, care nu contin puncte vecine si
care confin elementul X, este egal cu numdarul submulfimilor de k-1 puncte ale mul{imii
X\{x.,x, X } fard puncte vecine, daci punctele multimii X \{x;,%y,%,} sunt reamplasate pe o
dreapta in ordinea {X3,X4,..., X,_1 | pastrind vecinitatea punctelor din multimea X. Acest numir este
egalcu f(n—3k-1).

Astfel, g(n,k)=f(n-1k)+ f(n-3,k-1).

Prin aplicarea formulei de la 1) avem

g(n,k)=Cn_x +Cn k1 k!-(n—2k)!+(k—l)!'(n—Zk)! n_k "k

9 n-1 n k n-1
R :0pentru k>| —|; ——C/_ entru k <|—=|.
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