A59—a OLIMPIADA DE MATEMATICA A REPUBLICII MOLDOVA
Chisinau, 28 martie 2015
A doua proba de evaluare pentru OBMZ2015 si OIM2015
Solutii
B5. Daca O<c <%, atunci O<sinc<l1, O<cosc<l, O0<sin2c<l < 0<2sinc-cosc<l<

= 1 >2>42015 , deoarece 2'* = 2048 > 2015.

sinc-cosc

Presupunem ci ambele numere a si b nu depasesc ¥2015, adica

1
1 \eostc 1 cos?c

— <42015, - < 1
a£1\3/2015,<:> (sincj - O<5inc_2015 ’
b <¥/2015 1 Ve 1 sin ¢

( j <7015  |0<———<2015 i
COSC cosc
1 cos? c+sin?c 1
Rezultici 2<———— <2015 11 =2015'=%2015, contradictie.
sinc-cosc

Astfel, cel putin unul dintre numerele a sau b este mai mare decit 2015 .

B6. Inegalitatea din enunt se scrie astfel:

2ab 2bc 2ca
202 +b* +¢c3 )+ + + >9. (1
( ) a’+b*> b*+c® c?+a’ @)

Avem a’+b®>ab’+a% < a’(a—b)-b*(a-b)>0< (a—bf(a+b)>0 - inegalitate justi
(v)a,beR,. Analogic b®+c®>bc?+b’ si c®+a®>ca’+c’a. Atunci prin sumare parte cu parte
obtinem inegalitatea: 2(a3 +b®+ 03)2 C(a2 + b2)+ a(b2 + C2)+ b(C2 + az) =

2 2 2 2 2 2
c(a +b )+a(b +C )+b(c +a )
2 2
Pentru a demonstra (1), adunam la ambele parti ale inegalitatii juste (2) expresia

)
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> si obtinem Z(a3 +b*+ c3)+

c(a2+b2)+a(b2+cz)+b(cz+a2)Jr 2ab , 2bc |, 2ca
2 2 2 a’+b® b’+c® c*+a’

>a*+b®+c®+
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deoarece a-b-c =1. Egalitatea are loc daca si numai daca a=b=c=1.

B7. Fie IENJF ={0}.
Din m(£KFI)=m(£FCB)=90° —m(£ABC)=
=90° —m(£LJC)=m(£ElL),
m(£1KF)=180° — m(<BKIl )=
=180° — m(£BAC)=180° - m(£JLC)=
=m(ZELJ) = AKFI ~ ALJE =
KF FlI .
= ——=——. Din m(£IFO)=m(£EJO)
L3 EJ
si m(<FOI)=m(£JOE)=
AFOI ~ AJOE = m(£KFO)=m(£LJO).
FO FI
a——E:AKFO~ALJO:> I J
= m(£FOK)=m(£JOL) =
punctele K, O, L sunt coliniare < dreptele JF, IE, KL sunt concurente.
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B8. Mentionam ca submultimea S = {1} este o submultime perfectd minimald. Ca urmare, orice alta
submultime perfectd minimala nu contine numarul 1.
Fie f, numarul tuturor submultimilor perfecte minimale ale mul{imii A, = {1, 2,..., n}. Evident f, =1

si f,=1.

Presupunem cd n>2. Numadrul submultimilor perfecte minimale ale mulfimii A, care nu confin
numarul n, este egal cu f_ .

Pentru orice submultime perfectd minimald S a mulfimii A,, care contine numarul n , efectudm

urmatoarea procedura: eliminam numarul n din S, iar din toate elementele ramase scadem 1 (toate
elementele multimii initiale S erau mai mari decit 1). Astfel obtinem o submultime perfectd minimala a
multimii A _, = {l, 2,..., n—2}. Rezultd ca numarul submultimilor perfect minimale ale multimii A,

care contin numarul n, este egal cu f_ _,. Prinurmare, f, =f  +f . iar f,=1,=1.

Rezultd ca numerele f, sunt numerele Fibonacci si

1 [(1445) (1-45)
s ]




