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A treia proba de evaluare pentru OBM2015 si OIM2015

Solutii

B. Pentru orice x>0 avem (P(x)—-10)? +13=P(x* +3) (1).
Pentru x =2015 din (1) obtinem
P(2015 +3)=[P(2015)—10]? +13 = (2025 —10) +13= (2015 +3)+10.
Fie x, =2015% +3, atunci P(x )= x, +10. Daci X, = x? + 3, atunci
P(x,)=P(x? +3)=[P(x)—-10]* +13=(x, +10—10)f +13=x? +13=(x? +3)+10 = x, +10.
Fie x,=2015, iar x,=x*,+3, (V)neN". Avem x, —x _,=x>,-X _,+3>0, (V)neN" = sirul
(Xn )neN este strict crescator, adicd X, <X <X, <...<X, <X,,; <
Prin aplicarea inductiei matematice se aratd ca P(Xn)= X, +10, ( )n eN".
Fie Q(X)=P(X)—(X +10). Cum Q(x,)=0, (V)neN, = Q(x)=0, (V)xeR = P(X)=X +10.
Efectuam verificarea: P(2015)= 2025, \/P(XZ +3)—13 = \/X2 +3+10-13 = \/F = |X| =
(V)x € [0;+00), P(x)-10=(x+10)-10=x. Astfel P(X)=X +10.
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Avem S+T =-1,iar S-T=2+ z 11:2. Rezulti ca S si T sunt solutiile ecuatiei t* +t+2=0.
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B11. Fie I, I, I, lungimile bisectoarelor interioare ale AABC

duse din virfurile A, B si, respectiv C.
Se stie ca I, = 2—bccosé (1),
b+tc 2
unde [BC|=a, |AC|=b, |AB|=
Notam cu p,, p,, p, semiperimetrele triunghiurilor
AMN, BSR si, respectiv CPQ.
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Din MN || BC avem AM AN _MN _ B P am, b=-P. AN . Atunci din (1) rezulta
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l, = ut P cos2 = £~I1. Analogic obtinem |, = £-|2, l. = £-|3 .
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Prin adunarea rapoarteloravem 2+ 2+ f=p.| —+—+— |,
I S VI

Fie p, = ; P(AAMN ). Cum patrulaterul BMNC este circumscriptibil, atunci

b+c-a

MN +a=BM +NC=c—AM +b— AN, de unde P(AAMN)=b+c—-a, iar p, = >

=p-a.
Analogic, p,=p-b, p;=p-c.Atunci p,+p,+p,=p.
Astfel,avemIl—a+|—b+|—°:(pl+p2+pg)-(i+i+ij29.
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Conform inegalitatii Cauchy-Buniakowschi-Schwarz obtinem
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L. S(I§+Ibz+lcz)- £2+12+l2 - (2)
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Din (1) si @’ =b? +c¢® —2bccos A= (b +c)’ —2bc(l+cos A)= (b +c) —4bc coszg obtinem

cos— A_JPp-8) j . Atunci I = 4hc

a —a), deoarece 4bc < (b+c)’.
5 = BroP -p(p-a)<p(p-a) (b+c)
Astfel I§+Ib2+lfs p(p—a+p-b+p-c)=p’.
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Din (2) avem 81<(|—a IA+IILJ S(Ij +12 +If)-(|£2+llz+ll2js p{%ﬂ%ﬂ%} de unde rezultd ca
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B12. Fie V =1{j,a,8,,....a,| multimea tuturor vectorilor cu (n+1) componente din multimea Y ,
astfel incit j >a, pentruoricei, 1<i<n.

Pentru orice i, 1<i<n, notaim X, =X \{i}. Vom pune in corespondenti fiecarei functii f cu
proprietatea cerutd un vector din V dupa regula: f — {f(X), f(X,), f(X,),,..., f(X,)}.

Aplicatia este corectd, adica obtinem un vector din V, deoarece f(X,)= f(X;"X)< f(X), 1<i<n.
Aceasta corespondentd este inversabila, si anume, fiecarui vector dat v = {j,ai,az ,...,an} din V 1i

vom pune in corespondenta o functie f, definita astfel: f(X ) = ], iar pentru orice submulfime T < X ,



T = X, definim f(T)= a,, unde p= min{i i ;tT} (acest minim exista, deoarece T # X ). Se verifica

lesne ci f(ANB)=min{f(A), f(B)}. De asemenea se verifici lesne ci functiei construite f i

corespunde vectorul dat v. Astfel, corespondenta construita este bijectiva.
Prin urmare, numarul functiilor cu proprietatea ceruta este egal cu cardinalul multimii V,

card V =Zk:j”

j=1
(pentru fiecare jeY exista j valori posibile pentru fiecare dintre numerele a,,a,,...,a,, astfel incit

vectorul {j,ai,a2 ,...,an} sa apartind V).



